GEOMETRIA APLICADA - APOSTILA 3

GEOMETRIA APLICADA - PARTE 3

Elementos de Geometria espacial

A Geometria espacial (euclidiana) funciona como uma ampliacdo da
Geometria plana (euclidiana) e trata dos métodos apropriados para o
estudo de objetos espaciais assim como a relacdo entre esses
elementos. Os objetos primitivos do ponto de vista espacial, sdo:
pontos, retas, segmentos de retas, planos, curvas, angulos e
superficies. Os principais tipos de calculos que podemos realizar séo:
comprimentos de curvas, areas de superficies e volumes de regides
solidas. Tomaremos ponto e reta como conceitos primitivos, os quais
serdo aceitos sem definicao.

Conceitos gerais

Um plano é um subconjunto do espaco R3 de tal modo que
guaisquer dois pontos desse conjunto podem ser ligados por um
segmento de reta inteiramente contido no conjunto.

Um plano no espaco R3 pode ser determinado por qualquer uma das
situacoes:

= Trés pontos ndo colineares (ndo pertencentes a mesma reta);
= Um ponto e uma reta que ndo contem o ponto;

= Um ponto e um segmento de reta que ndo contem o ponto;

= Duas retas paralelas que néo se sobrepde;

= Dois segmentos de reta paralelos que néo se sobrepoe;

« Duas retas concorrentes;

= Dois segmentos de reta concorrentes.

Duas retas (segmentos de reta) no espaco R3 podem ser: paralelas,
concorrentes ou reversas.

Duas retas sdo ditas reversas quando uma nao =
tem interse¢do com a outra e elas nao séo paralelas. \/
Pode-se pensar de uma rera r desenhada no chéo /{

de uma casa e uma reta s desenhada no teto dessa
mesma casa.

Uma reta é perpendicular a um plano no espaco
R3, se ela intersecta o plano em um ponto P e todo
segmento de reta contido no plano que tem P como ;
uma de suas extremidades é perpendicular a reta. i
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Uma reta r € paralela a um plano no espacgo R3, se existe umareta s
inteiramente contida no plano que é paralela a reta dada.

Seja P um ponto localizado fora de um plano. A
distdncia do ponto ao plano é a medida do
segmento de reta perpendicular ao plano em que
uma extremidade € o ponto P e a outra extremidade
é o0 ponto que é a intersecdo entre o plano e 0 segmento.
Se 0 ponto P estiver no plano, a distancia é nula.

Planos concorrentes no espaco R3 sdo planos cuja intersecdo €
uma reta. Planos paralelos no espago R3 séo planos que ndo tem
intersecao.

Quando dois planos sdo concorrentes, dizemos

gue tais planos formam um diedro e o angulo

formado entre estes dois planos é denominado

angulo diedral. Para obter este angulo diedral,

basta tomar o angulo formado por quaisquer duas retas
perpendiculares aos planos concorrentes.

Planos normais sdo aqueles cujo angulo diedral € um angulo reto
(90 graus).

O que é espaco?

O que é 0 espaco? Reconhecemos e usamos 0 espago, mas se alguém
perguntar o que é o espaco, muitos irdo ter dificuldades em explicar.
Na verdade, é mais facil explicar o que se pode fazer com este ente
primitivo que ndo tem definicdo para nés. Uma primeira tentativa
para explicar isto é dizer que é tudo o que nos envolve e é o local onde
podemos nos mover para frente, para o lado e para cima.

Pelo conceito expresso, observamos que
vivemos em um ambiente tridimensional.
Basta entdo conhecer as trés direcbes para
identificar a posic¢do relativa que ocupamos.
Quando afirmamos que vamos andar para
frente, para o lado e para cima, devemos
guantificar e identificar o quanto iremos nos
deslocar nestas direcfes, logo necessitamos
conhecer uma origem para o sistema e X
identificar este ponto como (0,0,0) pois
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esperamos que ele esteja localizado a uma distancia num ponto de

referéncia para todos os outros pontos.

O Sistema Cartesiano tridimensional

Um procedimento matematico simples € tomar um
ponto genérico como:

P=(x.y.2)

onde x indicara a quantidade deslocada na direcdo
positiva do eixo que contem os deslocamentos para
frente, y indicara a quantidade deslocada na
direcdo positiva do eixo que contem 0s
deslocamentos para o lado e z indicara a

(3:4,5)

quantidade deslocada na direcdo positiva do eixo que contem 0s
deslocamentos para cima e para facilitar as coisas do ponto de vista
matematico, iremos denominar tais dire¢cdes por: Eixo OX, Eixo OY e

Eixo OZ.

O sistema tri-dimensional € o conjunto de todos os ternos ordenados
(x,y,z), sendo que ordem ndo pode ser mudada sob pena de nos
deslocarmos para outro lugar. A palavra cartesiano se deve a René
Descartes, conhecido como cartesius. X recebe o nome de abscissa, y

0 nome de afastamento e z o nome de cota.

Exemplo: Se um individuo estd no centro

da cidade em uma posicao 0=(0,0,0) e quer / / / / / /

andar para a frente 3 quadras, depois andar

para o lado 5 quadras e depois subir até o // / / / /

100. andar de um prédio a posicao final do

P=(3,5,10) e podemos observar que as

mesmo apds O percurso sera o0 ponto /é / // ///
/]

unidades ndo sao necessariamente as

mesmas. Se este mesmo individuo se
deslocasse para a posicao final P=(3,10,5),
certamente chegaria a um lugar diferente.
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Outros sistemas de localizacéo

Existem outras formas de localizacdo no espaco tridimensional como
é o0 caso do sistema de coordenadas cilindricas, sistema de
coordenadas esféricas, dentre outros. Particularmente importantes
sao os sistemas de corrdenadas no plano. O sistema cartesiano plano
é um caso particular do sistema cartesiano espacial tridimensional,
mas existe um outro sistema muito importante que é o sistema de
coordenadas polares.

O Sistema de Coordenadas Polares (R?)

Vamos considerar agora um mundo plano onde o0s pontos séo
indicados por P=(x,y). No sistema bidimensional a medida x recebe o
nome de abscissa e a medida y recebe o

nome de ordenada.

Existe um sistema que considera uma linha
béasica horizontal de referéncia, por (x,y)
exemplo, o Eixo OX indicado positivamente
e outra forma de indicar um ponto P=(x,y). t
Consideremos que a distédncia da origem
0=(0,0) ao ponto P=(x,y) seja indicada por r
e que o angulo formado entre o segmento
OP e o0 Eixo OX indicado positivamente seja
indicado por t. Neste caso o angulo devera
ser um parametro tal que O<t<2Pi. Assim, um ponto sera indicado
por

P=(r,t)
onde

r = (X2+y2)1/2
t = arctan(y/x)

Exemplo: Para um individuo pontual se deslocar da origem O=(0,0)
ao ponto P=(3,4), ele devera se deslocar 5 unidades na dire¢do da reta
gue forma um angulo de t=36.87 graus com o Eixo OX. Assim, o
ponto sera descrito como P=(3,4) ou em Coordenadas Polares como:
P=(5, 36.87)

A tangente de 36.87 graus = 0.75 = 3/4.
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O Sistema de Coordenadas Cilindricas

Este sistema considera duas linhas basicas que passam pela origem
0=(0,0,0), uma linha de referéncia no plano do chdo como o Eixo
OX indicado positivamente, uma outra linha de referéncia como o
Eixo OZ e o angulo indicado por t e formado pela projecédo no plano
do chdo do segmento OP e o Eixo OX indicado positivamente. O
angulo devera ser um parametro tal que O<t<2Pi. Assim, um ponto
P=(x,y,z) sera indicado por

P=(rt,2)

Observamos que este sistema € uma mera ampliacdo das coordenadas
polares, mantendo a mesma coordenada z, conhecida na literatura
como a cota z.

A idéia basica para indicar um ponto neste
sistema é construir um cilindro circular reto
com o centro na origem 0=(0,0,0) e que
passe exatamente pelo ponto P=(x,y,z). A
projecdo deste ponto no plano do chdo que é
indicada pelo plano z=0 é o ponto Po=(x,y,0)
e determinamos as coordenadas polares do
par ordenado (X,y) considerado como um
ponto de um plano e ndo do espago.

o

T\

Y

X

Exemplo: Para um individuo se deslocar da origem 0=(0,0,0) ao
ponto P=(3,4,10), ele devera se deslocar 5 unidades na direcéo da reta
gue forma um angulo de t=36.87 graus com o Eixo OX e subir 10
unidades, logo o ponto sera descrito como P=(3,4,10) ou em
coordenadas cilindricas como:

P=(5, 36.87, 10)
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O Sistema de Coordenadas Esféricas

Este sistema considera o plano do chao (z=0) que passa pela origem
0=(0,0,0) contendo o Eixo OX orientado positivamente e o Eixo OZ
orientado positivamente, que € uma linha reta perpendicular ao plano
do chdo. Neste sistema, o ponto P=(x,y,z2) é indicado por trés
medidas: r a distancia entre O=(0,0,0) e o ponto P=(x,y,z), u 0 angulo
formado entre projecdo no plano do chdo do segmento OP e o Eixo
OX indicado positivamente e v 0 angulo formado entre o segmento
OP e o0 Eixo OZ indicado positivamente.

Enquanto o angulo u pode ser tal que
O<u<?2Pi pois a projecdao de OP sobre o
plano do chdo pode dar uma volta completa,
o angulo v pertence ao intervalo O<v<Pi, ;
pois este angulo chega a ser no maximo um /
angulo raso.

Assim, um ponto P=(x,y,z) sera indicado por

P=(r,u,v)
onde

r= (X2+y2+22)1/2
u = arctan(y/x)
v = arccos(z/r)

Um Sistema Geografico

Ha um Sistema Geografico de identificagdo de posicdo na face da
Terra que leva em consideracdo outros objetos como: meridianos e
paralelos, para indicar a longitude e a latitude do ponto na superficie
do globo terrestre. Como uma circunferéncia de circulo tem um arco
com 360 graus, os cientistas dividiram 360 graus por 24 (horas) para
obter 15 graus por hora. Consideraram a planificacdo do globo
terrestre e tracaram linhas imaginarias geodésicas (verticais) sobre a
superficie terrestre que passam pelos polos Norte e Sul e estas sao
denominadas meridianos e a referéncia basica foi a cidade de
Greenwich (Inglaterra) que tem o meridiano 0. Fizeram o mesmo
com linhas horizontais na planificacdo e denominaram tais linhas de
paralelos. Hoje podemos observar a localizacdo de uma cidade em
qualquer lugar do mundo situada no meridiano M e paralelo P. E
I6gico que cada local esta localizado com a cota z acima do nivel do
mar, razdo pela qual este sistema pode ser indicado como:
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P=(M,P,z)

Exemplo: O Terminal Rodoviario da cidade XYZ esta localizada na
posicao (a,b,c). Resolva este problema para a sua cidade.

O Sistema cartesiano R4

Vocé ja pensou que ao invés de estar num sistema tridimensional
como dissemos antes, talvez vocé esteja num sistema
tetradimensional?

Na verdade, vivemos num sistema R#, pois sdo necessarias 4
coordenadas para indicar a posicao relativa de um objeto.

Um objeto colocado as 12:00 h no ponto (3,4,12) ndo é 0 mesmo
objeto colocado as 13:00 h no mesmo ponto (3,4,12).

Para entender melhor, exija um sacrificio de uma pessoa e a coloque
parada (se possivel, estatica) as 12:00 h em um local de sua casa, que
tomaremos como o ponto (3,4,12). Vocé espera que esta pessoa seja a
mesma pessoa as 13:00 h? E 6bvio que aconteceram modificagbes no
comportamento da mesma, mesmo que vocé ndo tenha observado.

Vocé acha que uma arvore plantada em um local por mais de 20 anos
é a mesma a cada instante? O corpo humano também é composto de
atomos que se movem a uma velocidade que ndo pode ser visualizada,
assim, um corpo estd em constante movimento e dependendo dos
estimulos recebidos das mais diversas fontes, tera alteracdo, logo ndo
serd o mesmo de antes, nem mesmo 1 segundo depois!

Até o momento ja observamos como € possivel estender o conceito de
espaco a algo além daquilo que possamos desenhar ou conceber
geometricamente.

Uma idéia sobre o Rn

Quando o governo calcula a inflacdo de um determinado periodo, ele
afirma que a inflacdo inf € uma funcdo que depende de varias
variaveis como X (xuxu), A (abacate), Co (Condominio), Ca (Carro), E
(Escola), 1 (Indecisédo do governo), D (Divida Interna), E (etc) e
outros "objetos". Uma pessoa normal colocaria o Xuxu ou limédo como
um dos itens para a analise e célculo da inflagdo?

Isto significa a um matematico sério, que
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inf = f(X,A,Co,Ca,E,1,D,E)

e é logico que esta funcdo é bem construida e € consistente, no
entanto vocé ndo consegue desenhar o grafico da mesma nesse
ambiente tridimensional que vocé vive. Isto indica que vocé esta
trabalhando em um sistema com as 8 coordenadas
(X,A,Co,Ca,E,I,D,E), logo vocé esta em R8. Para obter seriamente a
inflagcdo vocé precisa medir o comportamento de n (ou centenas de)
variaveis e ndo somente de poucas.

Isto ndo quer dizer que a inflacdo € uma funcdo construida para
enganar o povo. Na verdade, o que deveria ser feito para obter a
inflacdo é a consideracdo das principais variaveis que causam esta
alteracdo no Sistema Financeiro Nacional, mas uma coisa é Obvia: O
governo ndo leva em consideracdo os fatores que realmente
distorcem o processo inflacionario pois ndo considera nesses calculos
os fatores que geram tal inflacdo mas somente alguns elementos da
cesta basica que nada tem a ver com a realidade nacional.

Com este exemplo, eu espero ter dado uma idéia sobre o significado
do espaco R, que é uma mera extensdo dos espacos bidimensional e
tridimensional, nossos velhos conhecidos.

A nossa capacidade ainda € muito pequena para entender um espaco
multidimensional R".

Observemos a passagem biblica citada no inicio deste trabalho, que
nos diz que existem outros ambientes (espacos) que o senso de um
homem comum € incapaz de conceber.

Ha uma necessidade do ser humano alterar o seu comportamento
para ver algo além das coisas comuns desse mundo. Ha muitas
pessoas que olham para uma parede de uma casa e ndo conseguem
ver nada além dela. Vocé ja se imaginou num quarto de uma casa,
pensando exatamente que estivesse no quarto vizinho com todas as
coisas boas ou ruins que o0 mesmo possui? Sera que vocé € daqueles
que percorre o trajeto de sua casa até o seu servi¢co sempre usando o
mesmo caminho? Vocé ja pensou que na outra rua existem (coisas
ruins e) coisas belas que vocé nunca percebeu porque nunca passou
por la?

Exercicio de criatividade sobre o R>: Pense em uma pessoa no
espaco R3 e simule a possibilidade dessa pessoa ter duas outras
caracteristicas como idade e beleza. Observamos aqui que este
individuo ja é um ente pentadimensional e talvez ndo tivesse
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percebido isto, pois além de ser tri-dimensional, ele tem pelo menos 2
outras caracteristicas.

Exercicio para vocé: Simule as caracteristicas principais do ser
humano e considere tais objetos como coordenadas de um sistema
cartesiano.

Exercicio para o governo: Tome a conta do Condominio do local
onde vocé mora, faca uma medida més a més dos custos de cada item
e monte uma funcdo com varias variaveis para determinar o custo
mensal condominio. Analise a variacdo entre dois meses consecutivos
e observe que a inflacdo de seu condominio ndo tem absolutamente
nada a ver com a inflagao do governo.

Introducéao aos cilindros

O conceito de cilindro é muito importante. Nas cozinhas

encontramos aplicacdes intensas do uso de cilindros. Nas Fanela
construcdes, observamos caixas d'agua, ferramentas,

objetos, vasos de plantas, todos eles com formas?
cilindricas. Existem outras formas cilindricas diferentes

das comuns, como por exemplo o cilindro senoidal obtido pela
translacéo da fungéo seno.

Aplicacdes praticas: Os cilindros abaixo recomendam alguma
aplicacdo importante em sua vida?

(Guarani

Oleo Geometria

Matematica
Sardinha
Matematica
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A Construcao de cilindros

Seja P um plano e nele vamos construir
um circulo de raio r. Tomemos também
um segmento de reta PQ que nao seja
paralelo ao plano P e nem esteja contido
neste plano P. P

Um cilindro circular é a reunido de todos
0s segmentos congruentes e paralelos a PQ com uma extremidade no
circulo.

Observamos que um cilindro é uma superficie no espago R3, mas
muitas vezes vale a pena considerar o cilindro com a regido soélida
contida dentro do cilindro. Quando nos referirmos ao cilindro como
um solido, usaremos aspas, isto é, "cilindro” e quando for a
superficie, simplesmente escreveremos cilindro.

A reta que contem o segmento PQ é denominada geratriz e a curva

gue fica no plano do "chdo" é a diretriz.

7 o N

el
s

W (Geratriz
(Geratriz E O h
0 o v
Diretriz Diretriz

Em funcéo da inclinagdo do segmento PQ em relacdo ao plano do
"chao", o cilindro sera chamado reto ou obliguo, respectivamente, se
o segmento PQ for perpendicular ou obliquo ao plano que contém a
curva diretriz.
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Objetos geométricos em um "'cilindro”
Num cilindro, podemos identificar varios elementos:

« Base
E a regido plana contendo a curva diretriz e todo o seu interior.
Num cilindro existem duas bases.

= Eixo
E o segmento de reta que liga os centros das bases do
"cilindro".

= Altura
A altura de um cilindro é a distancia entre os dois planos
paralelos que contém as bases do "cilindro™.

= Superficie Lateral
E o conjunto de todos os pontos do espago, que n3o estejam nas
bases, obtidos pelo deslocamento paralelo da geratriz sempre
apoiada sobre a curva diretriz.

» Superficie Total
E o conjunto de todos os pontos da superficie lateral reunido
com os pontos das bases do cilindro.

- Area lateral
E a medida da superficie lateral do cilindro.

- Areatotal
E a medida da superficie total do cilindro.

= Secao meridiana de um cilindro
E uma regido poligonal obtida pela intersecéo de um plano
vertical que passa pelo centro do cilindro com o cilindro.

Extensao do conceito de cilindro

As caracteristicas apresentadas anteriormente para cilindros
circulares, sdo também possiveis para outros tipos de curvas
diretrizes, como: elipse, parabola, hipérbole, seno ou outra curva
simples e suave num plano.

Mesmo que a diretriz ndo seja uma curva conhecida, ainda assim
existem cilindros obtidos quando a curva diretriz é formada por uma
reunido de curvas simples. Por exemplo, se a diretriz € uma curva
retangular, temos uma situacéo patoldgica e o cilindro recebe o nome
especial de prisma.

Em funcdo da curva diretriz, o cilindro ter& o nome de cilindro:
eliptico, parabdlico, hiperbdlico, sinuzoidal (telha de eternit).
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Telha de
Amianto

Classificacao dos cilindros circulares

= Cilindro circular obliquo
Apresenta as geratrizes obliquas em relacdo aos planos das
bases.

= Cilindro circular reto
As geratrizes sdo perpendiculares aos planos das bases. Este
tipo de cilindro é também chamado de cilindro de revolugéo,
pois € gerado pela rotacdo de um retangulo.

= Cilindro equilatero
E um cilindro de revoluc&o cuja se¢do meridiana é um
guadrado.

Volume de um "cilindro”

Em um cilindro, o volume é dado pelo produto da area da base pela
altura.

V = Abase X h

Se a base é um circulo de raio r, entéo:

V=Tlrzh

Exercicio: Calcular o volume de um cilindro obliguo com base

eliptica (semi-eixos a e b) e altura h. Sugestdo: Veja nesta mesma
Pagina um material sobre a area da regido eliptica.
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Areas lateral e total de um cilindro circular reto

Quando temos um cilindro
circular reto, a area lateral é dada
por:

Ajat =2 3_Tr h
onde r é o raio da base e h é a
altura do cilindro.
Aot = At + 2 Avase
Atot=2ﬂrh+23'i.'r2

Atot = 2 Jlr(h+r)

Exercicio: Dado o cilindro circular equilatero (h=2r), calcular a area
lateral e a &rea total.

No cilindro equilatero, a area lateral e a area total sdo dadas por:

Aat=2Tlr. 2r=4TIy2

Atot = Alat + 2 Abase

Awt=4TTr2+2TMr2=6Tr2

V = Apase h = Tl-I’2. 2r=2 Trl’3
Exercicio: Seja um cilindro circular reto de raio igual a 2cm e altura
3cm. Calcular a area lateral, area total e o seu volume.

« Célculo da Area lateral
Aat=2TIrh=2T2.3=12TTcm?

= Célculo da Area total
Atot = Alat + 2 Abase
Awt=12TT+2TT22=12TM+ 8 TT=20 MTcm?
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Calculo do Volum_e
V=Abase xh=2*Hr2xh
V=T122x3=TIx4x3=12TTcm3

Prisma

Prisma € um sélido geométrico delimitado por faces planas, no qual
as bases se situam em planos paralelos. Quanto a inclinacdo das
arestas laterais, os prismas podem ser retos ou obliquos.

Bases: regides poligonais
congruentes

Altura: distancia entre as
bases

Arestas laterais paralelas:
mesmas medidas

Faces laterais:
paralelogramos

| Prisma reto | Aspectos comuns | Prisma obligquo

= Prismareto
As arestas laterais tém o0 mesmo comprimento.
As arestas laterais sdo perpendiculares ao plano da base.
As faces laterais sdo retangulares.
« Prisma obliquo
As arestas laterais tém o0 mesmo comprimento.
As arestas laterais sdo obliguas ao plano da base.
As faces laterais ndo séao retangulares.
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Quanto a base, os prismas mais comuns estdo mostrados na tabela:

| Prisma | Base |  Esbogogeométrico

Triangular | triangulo

-

- a 1
———
. =
i =
=

I|||J

Quadrangular |quadrado

Pentagonal |pentagono

Hexagonal |hexagono
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SecOes de um prisma

Secao transversal /\

E a regido poligonal obtida pela intersecio do
prisma com um plano paralelo as bases, sendo
gue esta regido poligonal é congruente a cada

uma das bases. | Decédo [
Transverdal

Secao reta (secao normal)
E uma se¢éo determinada por um plano
perpendicular as arestas laterais. )\

Principio de Cavaliere o] e

Considere um plano P sobre o qual estédo
apoiados dois sdlidos com a mesma altura. Se
todo plano paralelo ao plano dado interceptar os solidos com secdes
de areas iguais, entdo os volumes dos solidos também serdo iguais.

Prisma regular
E um prisma reto, cujas bases sdo regifes poligonais regulares.
Exemplos:
= Um prisma triangular regular € um prisma reto cuja base € um
triangulo equilatero.

= Um prisma quadrangular regular é um prisma reto cuja base é
um quadrado.
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Planificacdo do prisma

Um prisma
é um sélido
formado
por todos os
pontos do
espago
localizados
dentro dos
planos que
contém as
“faces
laterais e 0s
planos das
bases. As
faces
laterais e as
bases formam a envoltéria deste solido. Esta envoltéria é uma
"superficie" que pode ser planificada no plano cartesiano.

Tal planificacéo se realiza como se cortdssemos com uma tesoura esta
envoltéria exatamente sobre as arestas para obter uma regido plana
formada por areas congruentes as faces laterais e as bases.

A planificacéo é util para facilitar os calculos das areas lateral e total.

Volume de um prisma

O volume de um prisma é dado por: ¢

Vprisma = Abase - i \[-] i
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Area lateral de um prisma reto com base poligonal regular

A area lateral de um prisma reto que tem por base uma regido
poligonal regular de n lados é dada pela soma das &reas das faces
laterais. Como neste caso todas as areas das faces laterais sdo iguais,
basta tomar a rea lateral como:

Alat = N AFace Lateral

Uma forma alternativa para obter a area lateral de um prisma reto
tendo como base um poligono regular de n lados é:

At =P x h

onde P é o perimetro da base e h é a altura do prisma.

Tronco de prisma

Quando seccionamos um prisma por um plano ndo paralelo // :
aos planos das bases, a regido espacial localizada dentro do
prisma, acima da base inferior e abaixo do plano seccionante é
denominado tronco de prisma. Para calcular o volume do
tronco de prisma, multiplicamos a média aritmética das arestas
laterais do tronco de prisma pela area da base.

Definicdo de poliedro

Poliedro € um solido limitado externamente por planos no espago R3.
As regides planas que limitam este sélido séo as faces do poliedro. As
intersecOes das faces sdo as arestas do poliedro. As intersecdes das
arestas sdo os vertices do poliedro.

Poliedros convexos sédo aqueles cujos angulos diedrais formados
por planos adjacentes tém medidas menores do que 180°. Outra
definicdo: Dados quaisquer dois pontos de um poliedro convexo, 0
segmento que tem esses pontos como extremidades, devera estar
inteiramente contido no poliedro.

Prof. Dr. Antonio Carlos da Cunha Migliano 18
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Poliedros Regulares

Um poliedro é dito regular se todas as suas faces sao regides
poligonais regulares com n lados, o que significa que o0 mesmo
numero de arestas se encontra em cada vértice.

Existem algumas caracteristicas gerais que sdo validas para todos o0s
poliedros regulares. Se n € o numero de lados da regiéo poligonal, a é
a medida da aresta A e z=M/V ¢é a divisdo do niumero de angulos
diedrais pelo numero de vértices, entéo:

| Caracteristica geral | Medida

‘ Angulo diedral ‘ d=2 arcsen[cos(ﬂ/z) cossec(ﬂ/n)]
‘ Raio do circulo inscrito ‘ r = (@/2) cot(TT/n) tan(d/2)
‘Raio do circulo circunscrito‘ R = (a/2) tan(JT /z) tan(d/2)

| Area superficial | Area=(1/4).z.F.a° tan(d/2)

| Volume Vol=(1/24).z.F.a° (cot(JT /z)? tan(d/2)

Relacdes de Euler

Se V é o numero de vértices, F é o nUmero de faces, A é o numero de
arestas e M € o numero de angulos entre as arestas de um poliedro
convexo, entao:

V+F=A+2
M=2A
‘ Nome do |No. de| Poligonal | No. de | No. de | No. de angulos
poliedro |Faces | regular |Vértices Arestas entre as arestas
| Tetraedro | 4 |triangular | 4 6 12
' Hexaedro | 6 |quadrada | 8 12 24

Dodecaedro| 12 |pentagonal| 20 60
Isocaedro | 20 |[triangular | 12 60

| |
| |
| Octaedro | 8 |triangular| 6 | 12 | 24
| |
| |
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Outras medidas em poliedros

Nome cirgjallooiagc(;ito circuia::?rlzuizcrito Angulo diedral d
Tetraedro @12)a Ve (@/4)a Ve 70°31'44™
Hexaedro(cubo) a2 (a/2) a V3
Octaedro @e)Ve @2)¥2 109°28'16"
Dodecaedro (a/100) "u'r(50+22."u'r5) (a/4)("u'r3+"ur15) 116°33'54
lcosaedro | (a/2)V((7+3V5)6) | (a4)V(10+2V5) | 138°11723"
. Nome |  Area . Volume
Tetraedro a3 (L/12) a*V2
Hexaedro(cubo) | 6a’ | a’
Octaedro 2223 (1/3) a*V2
Dodecaedro 322V (25+10V5) (1/4) a%(15+7V5)
Icosaedro 5a2\|lr3 (5/12) a3(3+\-'r5)

O conceito de cone

Considere uma regido plana limitada por
uma curva suave (sem quinas), fechada e
um ponto P fora desse plano. Chamamos
de cone ao sélido formado pela reunido de
todos os segmentos de reta que tém uma

extremidade em P e a outra num ponto

gualquer da

L

regido.

Prof. Dr. Antonio Carlos da Cunha Migliano
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Elementos do cone

» Base: A base do cone ¢ a regido plana
contida no interior da curva, inclusive a
prépria curva.

= Vértice: O vértice do cone € o ponto P.

» Eixo: Quando a base do cone é uma
regido que possui centro, 0 €ixo € 0
segmento de reta que passa pelo veértice
P e pelo centro da base.

« Geratriz: Qualgquer segmento que

altura

tenha uma extremidade no vértice do cone e a outra na curva

gue envolve a base.
= Altura: Distancia do vértice do cone ao plano da base.

« Superficie lateral: A superficie lateral do cone é a reunido de
todos os segmentos de reta que tem uma extremidadeem P e a

outra na curva que envolve a base.

« Superficie do cone: A superficie do cone € a reunido da
superficie lateral com a base do cone que é o circulo.

= Secao meridiana: A se¢do meridiana de um cone é uma

regido triangular obtida pela interse¢do do cone com um plano

gue contem o eixo do mesmao.

Classificacao do cone

Quando observamos a posicéao relativa do Vv
eixo em relacéo a base, os cones podem

ser classificados como retos ou obliquos.

Um cone é dito reto quando o eixo é

perpendicular ao plano da base e €

obliquo quando néo € um cone reto. Ao

lado apresentamos um cone obliquo.

Observacao: Para efeito de aplicacdes, 0s cones

[+1

mais importantes sdo os cones retos. Em fungéo das 0
bases, 0s cones recebem nomes especiais. Por

exemplo, um cone é dito circular se a base é um

circulo e é dito eliptico se a base € uma regido eliptica.
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Observacdes sobre um cone circular reto

1.

. A'secdo meridiana do

T

Um cone circular reto € v
chamado cone de
revolucao por ser
obtido pela rotacédo
(revolucéo) de um
triangulo retangulo em
torno de um de seus
catetos

cone circular reto € a
intersecdo do cone com
um plano que contemo A
eixo do cone. No caso acima, a se¢do meridiana é a regido
triangular limitada pelo triangulo is6sceles VAB.

Em um cone circular reto, todas as geratrizes sdo congruentes
entre si. Se g € a medida de cada geratriz entdo, pelo Teorema
de Pitagoras, temos:

g2 =h2 + R2

A Area Lateral de um cone circular reto pode ser obtida em
funcdo de g (medida da geratriz) e R

(raio da base do cone):

2nR

ALat=PIR g

A Area total de um cone circular reto pode ser obtida em
funcéo de g (medida da geratriz) e R (raio da base do cone):

Atotal = PIR g+ PiR2
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Cones Equilateros

Um cone circular reto é um cone
equilatero se a sua secdo meridiana
é uma regido triangular equilatera
e neste caso a medida da geratriz é
igual @ medida do diametro da
base.

A area da base do cone é dada por:

ABasezpi R2

Pelo Teorema de Pitagoras temos:
(2R)2 =h2 + R2
hz = 4R2 - R2 = 3R?

Assim: B
h=R 3

Como o volume do cone é obtido por 1/3 do produto da area da base
pela altura, entéo:

V = (1/3) Pi V3R3
Como a area lateral pode ser obtida por:
ALat=PIRg=PiR2R=2PiR2
entdo a area total sera dada por:

Atotal = 3 Pi R2

Exercicios resolvidos
1. Ageratriz de um cone circular reto mede 20 cm e forma um

angulo de 60 graus com o plano da base. Determinar a area
lateral, area total e o volume do cone.

sen(60°) = h/20

/2)~3 =h/20 20
h =10 R[3] cm
V= (1/3) Abase h
0
60
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V= (1/3) Pirzh
= f= .
(1/3) Pi 102 10 ~/3= (1/3) 1000 ~/3Pi cm3

r=10cm; g=20cm

Aiat = Pirg=Pi 10 20 =200 Pi cm?2
Atotal = Alat + Abase

Atotal = Pirg + Pir2=Pir (r+g)
Atota = Pi 10 (10+20) = 300 Pi cm?

2. A hipotenusa de um triangulo retangulo mede 2cm e um dos
angulos mede 60 graus. Girando-se o triangulo em torno do
cateto menor, obtem-
se um cone. Qual é o
seu volume?

-k

sen(60°) = R/2
(1/2)3 =R/2

R =3 2 60
vacm h

92 = h2 + R2 =

22=h2+3 e—

4=h2+3

h=1cm

V = (1/3) Abase h = (1/3) PiR2h = (1/3) Pi 3 = Pi
cms3

3. Os catetos de um triangulo retangulo medem b e c e a sua area
mede 2 m2. O cone obtido pela rota¢do do triangulo em torno
do cateto b tem volume 16 Pi m3. Determine o comprimento do

cateto c.
Como a area do triangulo
mede 2 m2, segue que 5
(1/2)bc=2
b
=
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implicando que
b.c=4

V :(1/3) Abase h

16 Pi = (1/3) Pi R2 b
16 Pi = (1/3) Piccb
16 = c(4/3)
c=12m

4. As areas das bases de um cone circular reto e de um prisma
guadrangular reto séo iguais. O prisma tem altura 12 cm e
volume igual ao dobro do volume do cone. Determinar a altura
do cone.

hprisma =12

Abase do prisma = Abase do cone = A
Vprisma = 2 Vcone

A hprisma = 2(A h)/3
12=2.h/3

h=18 cm

Anderson colocou uma casquinha
de sorvete dentro de uma lata
cilindrica de mesma base, mesmo
raio R e mesma altura h da
casquinha. Qual € o volume do
espaco (vazio) compreendido entre
a lata e a casquinha de sorvete?

V = Vcilindro - Vcone R
V = Abase h - (1/3) Abase h

V =PiR2h - (1/3) PiR2h

V = (2/3) Pi R2 h cm?
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O conceito de esfera

A esfera no espaco R3 € uma superficie muito importante em funcao
de suas aplicacbes a problemas da vida. Do ponto de vista
matematico, a esfera no espaco R3 é confundida com o sélido
geométrico (disco esférico) envolvido pela mesma, razdo pela qual
muitas pessoas calculam o volume da esfera. Na maioria dos livros
elementares sobre Geometria, a esfera é tratada como se fosse um
solido, heranca da Geometria Euclidiana.

Embora ndo seja correto, muitas vezes necessitamos falar palavras
gue sejam entendidas pela coletividade. De um ponto de vista mais
cuidadoso, a esfera no espaco R3® é um objeto matematico
parametrizado por duas dimensdes, o que significa que podemos
obter medidas de area e de comprimento mas o volume tem medida
nula. Ha outras esferas, cada uma definida no seu respectivo espaco
n-dimensional. Um caso interessante € a esfera na reta
unidimensional::

So={xemR:x2=1}={+1, -1}
Por exemplo, a esfera
Sl={(x,y) em R2 : x2+y2=11}

é conhecida por nés como uma circunferéncia de raio unitario
centrada na origem do plano cartesiano.

Aplicacao: volumes de liquidos

Um problema fundamental para empresas
gue armazenam liquidos em tanques
esfericos, cilindricos ou esféricos e cilindricos
é a necessidade de realizar célculos de
volumes de regides esféricas a partir do
conhecimento da altura do liquido colocado
na mesma.

Por exemplo, quando um tanque € esférico, ele possui um orificio na
parte superior (polo Norte) por onde é introduzida verticalmente uma
vara com indicadores de medidas. Ao retirar a vara, observa-se o
nivel de liquido que fica impregnado na vara e esta medida
corresponde a altura de liquido contido na regido esférica. Este ndo €
um problema trivial, como observaremos pelos calculos realizados na
sequéncia.
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A seguir apresentaremos elementos esféricos béasicos e algumas
féormulas para célculos de areas na esfera e volumes em um soélido
esférico.

A esfera

A esfera no espacgo R3 é o conjunto de todos os pontos do espaco que
estdo localizados a uma mesma distancia, denominada raio de um
ponto fixo chamado centro.

Uma notacdo para a esfera com raio unitario centrada na origem de
R3 é:

S2={(x,y,z) em R3 : x2+y2+z72=1}
Uma esfera de raio unitério centrada na origem de R* é dada por:
S ={ (xX,y,z,w) em R4 : x2+y2+w2+z2=1}
Vocé conseguiria imaginar espacialmente tal esfera?

Do ponto de vista pratico, a esfera pode ser pensada como a pelicula
fina que envolve um solido esférico. Em uma melancia esférica a
esfera poderia ser considerada a pelicula verde (casca) que envolve a
fruta.

E comum encontrarmos na literatura béasica a definicdo de esfera
como sendo o solido esférico, no entanto nédo se deve confundir estes
conceitos. Se houver interesse em aprofundar os estudos desses
detalhes, deve-se tomar algum bom livro de Geometria Diferencial
que é a area da Matematica que trata do detalhamento de tais
situacoes.

O disco esférico é o conjunto de todos os pontos do espaco que estao
localizados na casca e dentro da esfera. Do ponto de vista pratico, o
disco esférico pode ser pensado como a reunido da pelicula fina que
envolve o sélido esférico com a regido solida dentro da esfera. Em
uma melancia esférica, o disco esférico pode ser considerado como
toda a fruta.
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Quando indicamos o raio da

Z esfera pela letra R e o centro da
esfera pelo ponto (0,0,0), a
equacao da esfera é dada por:

X2+y2+22=R2

R (0,0,0 ,3 . -
e a relacdo matematica que
Y _define o disco esférico é o
conjunto que contem a casca
X reunido com o interior, isto é:

X2+y2+zZSR2

Quando indicamos o raio da
esfera pela letra R e o centro da
esfera pelo ponto (Xo,Y0,20), @ equacao da esfera é dada por:

(X-X0)?+(y-Yo)*+ (z-20)*=R?

e a relacdo matematica que define o disco esférico é o conjunto que
contem a casca reunido com o interior, isto €, o conjunto de todos os
pontos (x,y,z) em R3 tal que:

(X-X0)?+(y-Yo)? +(z-20)*<R?

Da forma como esta definida, a esfera centrada na origem pode ser
construida no espaco euclidiano R3 de modo que o centro da mesma
venha a coincidir com a origem do sistema cartesiano R3, logo
podemos fazer passar 0S
eixos OX, OY e OZ, pelo

ponto (0,0,0). Hemisfério Sul

Seccionando a esfera
X?+y2+72=R2 com o plano
z=0, obteremos duas
superficies semelhantes: o
hemisfério Norte ("boca
para baixo™) que € o
conjunto de todos os pontos
da esfera onde a cota z € ndo
negativa e o hemisfério Sul
("boca para cima") que € o
conjunto de todos os pontos da esfera onde a cota z ndo é positiva.
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Se seccionarmos a esfera x2+y2+z2=R2 por um plano vertical que
passa em (0,0,0), por exemplo, o plano x=0, teremos uma
circunferéncia maximal C da esfera que € uma circunferéncia contida
na esfera cuja medida do raio coincide com a medida do raio da
esfera, construida no plano YZ e a equacéo desta circunferéncia sera:

X=0, y?+z2=R?

sendo que esta circunferéncia intersecta o eixo OZ nos pontos de
coordenadas (0,0,R) e (0,0,-R). Existem infinitas circunferéncias
maximais em uma esfera.

Se rodarmos esta circunferéncia maximal C em torno do eixo OZ,
obteremos a esfera através da rotacdo e por este motivo, a esfera é
uma superficie de revolucéao.

Se tomarmos um arco contido na circunferéncia maximal cujas
extremidades sdo os pontos (0,0,R) e (0,p,q) tal que p2+g?=R2? e
rodarmos este arco em torno do eixo OZ, obteremos uma superficie
denominada calota esférica.

Na pratica, muitas vezes as
h pessoas usam o termo calota
r esférica para representar

tanto a superficie como o
solido geométrico envolvido
pela calota esférica. Neste
trabalho, para evitar
confusdes, usarei “calota
esférica” com aspas para o
solido e sem aspas para a
superficie.

Calota Esférica
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Se, a partir da rotacéo, construirmos duas calotas em uma esfera, de
modo que as extremidades dos arcos sejam (0,0,R) e (0,p,q) com
p2+g%2=R2 no primeiro caso (calota Norte) e (0,0,-R) e (O,r,-s) com
r2+s2=R2 no segundo caso (calota Sul) e retirarmos estas duas calotas
da esfera, teremos uma superficie de revolucdo denominada zona
esferica.

De um ponto de vista pratico,
consideremos uma melancia
esférica. Com uma faca,
cortamos uma "calota
esférica" superior e uma
"calota esférica" inferior. O
gue sobra da melancia € uma
regido solida envolvida pela
zona esférica, algumas vezes
também denominada zona
esférica.

Consideremos uma "calota
esférica" com altura h; e raio
da base r1 e retiremos desta calota uma outra "calota esférica™ com
altura h2 e raio da base r2, de tal modo que os planos das bases de
ambas sejam paralelos. A regido sélida determinada pela calota maior
menos a calota menor recebe 0 nome de segmento esférico com bases
paralelas.

No que segue, usaremos
esfera tanto para o solido
como para a superficie,
"calota esférica" para o sélido
envolvido pela calota esférica,
Segmento Esferico a letra maitscula R para

entender o raio da esfera

(bases paralelas) sobre a qual estamos

realizando os célculos, V sera
o volume, ALat Seré a area

lateral e e Atot Sera a area total.
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FOormulas para objetos esféricos

« Esfera
V =(4/3)%Pi R3
Atot = 4xPixR2
« Calota esférica (altura h, raio da base r)
R2 = h(2R-h)
ALat = 2XPixRxh
Atot = PixhXx(4R - h)
V = (1/3)xPixh2 (3R-h) = (1/6)xPi (3R2 + h?)
= Segmento esférico (altura h, raios das bases ri>r»)
R2 = a2 + ((r? -r22-h?)/2h))?
ALat = 2XPixRxh
ATot = PiX(ZRh + 12+ r22)
V = (1/6)*xPixh (3 ri2 + 322 + h?)

Estas formulas podem ser obtidas como aplicacbes do Calculo
Diferencial e integral, mas nds nos limitaremos a apresentar um
processo matematico para a obtencdo da formula do célculo do
volume da "calota esférica" em funcdo da altura da mesma.

Volume de uma calota no hemisfério
Sul

Se tomarmos a esfera centrada no ponto
(0,0,R) com raio R, a sua equacéo sera dada
por

X2+y2+(z_R)2: R2

A altura seré indicada pela letra h e o plano
gue coincide com o nivel do liquido (cota) sera indicado por z=h. A
intersecdo entre a esfera e este plano é dado pela circunferéncia

x2+y2=R2-(h-R)?2
Obteremos o volume da calota esférica com a altura h € menor ou

igual ao raio R da esfera, isto é, h pertence ao intervalo [0,R] e neste
caso poderemos explicitar o valor de z em funcéo de x e y para obter:

2=R—‘\/R2 —(:-:2 +y2]
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Para simplificar as operacdes algébricas, usaremos a letra r para
indicar:

R?=R2-(h-R)?=h(2R-h)

A regido de integracgdo sera a regido circular S descrita por x2+y2<R2
ou em coordenadas polares atraves de:

0<m<R; 0<t<2 Pi

A integral dupla que representa o volume da calota em funcéo da
altura h é dada por:

Ve(h) = ”' [h— 2] dx dy
S

ou seja

V()= [ Ih—R + (K2 = (2 +y2)) dx dy
5

Esta integral escrita em Coordenadas Polares fica na forma:

2% R
e = [ | [h—R+vRZ —m%] mdm dt
t=0 m=0

Apos realizar a integral na variavel t, podemos separa-la em duas
integrais:

R R
e =2m[ [(h—R)ymdm+ [VRZ —m® mdm]
m=0 m=_

ou seja:

R
Ve =m [(1—RRZ - [VRZ —m?(-2m) dm]
m=0C

Com a mudanca de variavel u=R2-m2 e du=(-2m) dm poderemaos
reescrever:
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Ve (H) = [(h—R)RZ - ?JU du]
u:ﬁ2
Apos alguns calculos obtemos:
Vc(h) = Pix(h-R) [R? -(h-R)?] -(2/3)*Pix({(R-h)}3 - R3)

e assim temos a férmula para o calculo do volume da calota esférica
no hemisfério Sul com a altura h no intervalo [0,R], dada por:

Ve(h) = (1/3)xPixh2 (3R-h)

Volume de uma calota no hemisfério Norte

Se o nivel do liquido mostra que a altura h ja ultrapassou o raio R da

regido esférica, entdo a altura h esta no intervalo [R,2R] e langcaremos

mao de uma propriedades de simetria da esfera que nos diz que o

volume da calota superior assim como da calota inferior somente

depende do raio R da esfera e da altura h e ndo da posigdo relativa
ocupada.

_ Aproveitaremos entdo o resultado do calculo
d utilizado para a calota do hemisfério Sul.
Tomaremos a altura tal que: h=2R-d onde d
é a altura da regido que ndo contem o liquido.
h Como o volume desta calota vazia é dado por:

LY |

Ve(d) = (1/3)%Pixd2(3R-d)

|
~

e como h=2R-d, entdo para h no intervalo
[R,2R], poderemos escrever o volume da calota vazia em funcéo de h:

Vc(h) = (1/3)xPix(2R-h)2 (R+h)
Para obter o volume ocupado pelo liquido, basta tomar o volume da
regido esférica que é dado por V=(4/3)*xPixR3 e retirar o volume da
calota vazia.
Isto proporciona o volume da regido ocupada em func¢éo da altura h:

V(h) = (4/3)xPixRs - (1/3)xPix(2R-h)2 (R+h)

gue pode ser simplificada para:
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V(h) = (1/3)xPixh2 (3R-h)

Independentemente do fato que a altura h esteja no intervalo [O,R]
ou [R,2R] ou de uma forma geral em [0,2R], o calculo do volume
ocupado pelo liquido é dado por:

V(h) = (1/3)xPixh? (3R-h)
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