GEOMETRIA ANALITICA E VETORES - Antonio Carlos da Cunha Migliano e Carlos Schwab

1. VETORES

1.1 Definicdes.

O estudo de vetores sera fundamentado no conjunto de todos os pontos do espaco
tridimensional ou Euclidiano, que seréa indicado por R>.

Os pontos de R® serdo denotados por letras latinas maitsculas(A,B,C,...), as retas,
por letras latinas minusculas(a, b, c, ...), 0s planos, por letras gregas minasculas (@, b, g,...) e
ndmeros reais, ou escalares por letras minasculas latinas ou gregas.

1.1.1 Grandezas Escalares e Vetoriais.

As grandezas fisicas se subdividlem em escalares e vetoriais. As grandezas
escalares se caracterizam por sua intensidade ou tamanho (um nimero e sua unidade

correspondente), como por exemplo: o tempo, a massa, a temperatura, comprimento, etc.
As grandezas vetoriais se caracterizam por trés componentes ou sejam intensidade,

direcdo e sentido, como por exemplo: a forga, 0 momento linear, o deslocamento, etc.

Exemplo 1.1: Grandezas Escalares:

50 kg de massa;
30 minutos;
15 m de comprimento.

Grandezas vetoriais.

Uma forca de 5 N fazendo um angulo de 30° com a reta x e tendo o
sentido da esquerda para a direita. Veja a figura baixo.
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F

/3@ X

Uma velocidade de 10 m/s na direcdo da reta s e no sentido da direita
para a esquerda. Veja a figura abaixo.

v (10 m/s)
< s

1.1.2 Segmento Orientado.

Um segmento orientado é determinado por um par ordenado de pontos (A, B) sendo
o primeiro chamado de origem e o segundo de extremidade. Sua representagéo
geométrica é feita por uma seta indo do ponto A para o ponto B, conforme na figura abaixo.

A direcdo de um segmento orientado € dada pela sua reta suporte, isto €, pela reta
gue contém os pontos que o define ou por qualquer reta paralela a ela.

O sentido de um segmento orientado € definido pela orientagdo do ponto origem
para o ponto extremidade ou pela seta na sua representacao geométrica.

O comprimento de um segmento orientado é a medida do segmento geométrico
gue vai desde o ponto origem até o ponto extremidade. Exemplo:

A B
>
<— 10cm —=>

Segmentos orientados nulos s&o aqueles cuja origem e cuja extremidade € o
mesmo ponto. Exemplos: (A,A), (B,B), (P,P), etc.

Segmentos opostos sédo dois segmentos com mesma diregdo, mesmo comprimento
e sentidos opostos. Por exemplo, se A * B, entdo os segmentos (A,B) e (B,A) séo
segmentos opostos.

Dois segmentos orientados, (A,B) e (C,D), sdo equipolentes quando tém a mesma
direcdo, o0 mesmo sentido e 0 mesmo comprimento ou quando ambos forem nulos. A
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notacdo para segmentos equipolentes é a seguinte: (A,B) ~ (C,D). Veja na figura abaixo
representacdes de segmentos orientados equipolentes.

A relacdo de equipoléncia de segmentos orientados tem as seguintes propriedades:
a) Reflexiva: (A,B) ~(A,B);
b) Simétrica: Se (A,B) ~ (C,D) entédo (C,D) ~ (A,B);
c) Transitiva: Se (A,B)~ (C,D) e se (C,D) ~ (E,F) entéo (A,B) ~ (E,F).

Portanto, a relacédo de equipoléncia € uma relacéo de equivaléncia.

Denomina-se classe de equipoléncia do segmento orientado (A,B) ao conjunto de
todos os segmentos orientados equipolentes a (A,B).

i

Definicdo : Vetor € uma classe de equipoléncia de segmentos orientados do Espaco
Euclidiano (R®). O conjunto de todos os vetores é indicado por V°.

1.1.3 Vetor

Notacdao:
a) Se (A,B) € um segmento orientado, o vetor correspondente € denotado
®

por AB oupor AB
b) Usam-se também letras latinas minUsculas para indicar vetores. Por
exemplo, G,V,X,--- ou, respectivamente: u, v, x . Neste caso ndo se faz
referéncia a seu representante.
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Exemplo 1.2:

Ve

Vetor nulo € aquele cujo representante € um segmento orientado nulo e é representado
® —»
por 0 =0 =AA =AA =BB

Vetores iguais - Dois vetores AB e CD sao iguais se, e somente se (A,B) ~ (C,D) ou seja:

D

Vetores opostos - Dado um vetor v = AB, o vetor BA é 0 oposto de AB e se indica por -

AB ou por-v.

Norma (intensidade ou modulo) de um vetor € o comprimento de qualquer um de seus

representantes. Por exemplo, se U for um vetor qualquer, a norma de U indica-se
por ||T].

Vetor unitario - € o vetor cuja norma € igual a unidade, ou seja, se U € unitario entdo
laj=1.
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Versor - de um vetor v ndo nulo é o vetor unitario com mesma direcdo e mesmo sentido
gue vV ou seja

\

é4=\7=i b vV =|v|e
[

1.2 Adicao de vetores

Para todos os vetores G e v de V° , a operacdo de adicio de T e v faz
corresponder um vetor chamado soma, indicado por G + v

Regra do Trianqulo para a Adicdo de Vetores. - Sejam os vetores U e v dados por seus

representantes (A, C) e (C, B), respectivamente, entdo a soma U + v € dada pelo
representante (A,B), como pode ser visto na figura abaixo.

= =112 =112 =112 — —
1T+ VI["={1G]" + IVII" -2 (1G]l || V]l cos q
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Regra do Paralelogramo para a Adicdo de Vetores. - Sejam os vetores i e v dados por
seus representantes (A,D) e (A,B), respectivamente, entdo a soma i + v € dada pelo
representante (A,C), como pode ser visto na figura abaixo.

~ =2 — 112 ~ 112 .
[[G+ V[ =][al|["+[[v]"+2]|all[[V]| cos f

Obs: Lembrar que g+ f =p =180°

Propriedades da adicdo de vetores

Sejam os vetores {i,vew quaisquer e 0 o vetor nulo, entdo as seguintes
propriedades sao validas para a adicdo de vetores:

A.1) Propriedade Associativa.
G+(V+W)=(U+Vv)+w
A.2) Propriedade Comutativa.
U+v=v+u
A.3) Elemento Neutro.
G+0=0+0=0d
A.4) Elemento Oposto
G+(-0)=0d-0G=0

Subtracdo de vetores
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A subtragdo do vetor v dovetor a é, por definicdo, a soma do vetor o com o vetor
oposto de v, ou seja
G-V=0G+(-v), "GviVv?
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Exercicios: Represente graficamente as adi¢cdes dos pares de vetores abaixo, e dé o valor
da norma dos vetores resultantes, usando as regras de adi¢ao vistas acima. Os vetores tém
normas dadas por: ja| =10 e |b| = 20.

d)
a)
u u
600 o
v \Y
b) e)
u
> u
) 60°
V
c)
f)
u u
V
90°
\
9)
\
u\‘\‘
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1.3 Multiplicacao de escalar (numero real ) por vetor

Seja v um vetor qualquer de V° e seja a um niimero real qualquer. A multiplicagéo do
escalar a pelo vetor v é a operacao “externa” em V° que a cada escalar a e a cada vetor v
associa um vetora v tal que:

1)Sea=0o0u v =0, entdo a v =0 (por definicdo).

2)Seal0ev?! 0,entdo a v € caracterizado por:

a)a Vv éparaleloav.

b) a v e Vv tem mesmo sentido se a >0 e sentidos contrarios de a <0.

c) o v|=[a|[v].isto é, anormadea v ¢ igual ao produto do médulo dea
pela norma de v .

Propriedades da multiplicacdo de escalar por vetores

Sejam os vetores eV quaisquer e os escalares a eb quaisquer, entdo as
seguintes propriedades sao validas para a multiplicacdo de escalar por vetor:

M.1)a (+V)=alu+aVv,
M.2) (a +b )Vv=av+bv;
M.3) Elemento Neutro
w=v,;
M.4) a (bv)=(ab)v=b(a V).

1.4 Somade ponto com vetor

Definicdo :Sejam PT R® , um ponto qualquer do Espaco Euclidiano e v1 V?, um vetor
qgualguer do Espaco Vetorial Tridimensional. Chama-se operacdo de soma de um
ponto P com um vetor V a operacdo que associa um Unico ponto Qde R® a P+V ou
seja

Q
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OBS.: P-v é a soma de P com o inverso de v. Também, como consequéncia dessa
operacao, um vetor pode ser definido como diferenca de dois pontos ou seja
v=0Q- P.

Propriedades dessa Operacao
P1. P+0=P , "PI R

P2. SeP+i=P+V b U=V
P3  (P+0)+V=P+(l+V)

P4 Se A+Vv=B+vV b A=B
P5 (P-V)+V=P

Exercicios propostos

1.4.1.Sejam os vetores i e V quaisquer. Represente graficamente U+V
a) Usando a regra do triangulo.
b) Usando a regra do paralelogramo.

1.4.2.Demonstre graficamente a propriedade comutativa da adicdo de vetores ou seja
mostre que
u+v=v+d0.
1.4.3. Seja o vetor U qualquer. Represente graficamente V = 20.

1.4.4. Sejam os vetores u e Vv quaisquer. Represente graficamente a adicdo 2w - 3v.
Explique a operacéo.

1.4.5. Demonstre que 0 segmento que une os pontos M e N que dividem os lados AC e CB
em segmentos de tamanhos 1/3 e 2/3, é igual a 2/3 da medida da base, isto é, prove

que
—
MN =2 AB.

1.4.6, Seja o_tgjangulo ABC , e seja X o ponto medio de AB . Demonstre a relagéo:
XC = f(AC, BC)
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/C\
A X B
Solucéo:
XC=XA+AC
XC=XB +BC
2XC=0+AC+BC b XC=¥AC +¥BC, Q.E.D.

1.4.7.Seja o vetor i de normaigual a 3 cm e o vetor v de norma igual a 4 cm, sabendo que

o angulo entre eles é de 90°, represente graficamente U+V
a) Usando a regra do triangulo.
b) Usando a regra do paralelogramo.

1.4 8. Dados os vetores U eV abaixo obtenha a soma 3i+2v.
~

A

1.4.9. Demonstre que o0 segmento que une os pontos médios dos lados nao paralelos de um
trapézio € igual a semi-soma das medidas das bases, isto &, prove que

— >
MN =1(AB+DC).

Solugéo:

AB=AD +DC+CD

MN =MD + DC+CN =%AD + DC +¥£B =¥AD +¥DC +%¥£D + ¥DC
MN =1(AB+DC), g.e.d.
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1.4.10. Livro do Boulos, pg. 15: 6;7

1.5 Dependéncia e Independéncia Linear.

Combinacéao linear: Se um vetor x pode ser escrito daforma x =av; + v, +..+ ¢
Vn, entdo dizemos que X é uma combinacéo linearde a vi,v2, ...€ Vq,

Defini¢do informal de independéncia linear: Um grupo de vetores € dito linearmente
independente se nédo for possivel escrever qualquer deles como combinagéo linear dos
outros.

A dependéncia e a independéncia linear de vetores sao conceitos fundamentais no
estudo de espacos vetoriais. Por isso, sua conceituagao sera feita sob dois enfoques: o
geométrico e o algébrico. Porém, para isso necessita-se do conceito de paralelismo entre
vetor e reta e entre vetor e plano.

Diz-se que um vetor v € paralelo a uma retar se algum representante de v tiver a
reta r como reta suporte. Dois vetores sé@o paralelos quando suas retas suportes forem
paralelas.

Diz-se que um vetor v é paralelo a um plano p se algum representante de v tiver
como reta suporte uma das retas do planop.

1.5.1 Conceituacao geométrica da dependéncia linear de vetores.
A definicdo geométrica da dependéncia linear de vetores é feita por etapas,
dependendo da quantidades de vetores envolvidos.

Definicéo 1:
a) Um Unico vetor V1 V3 é linearmente dependente(LD)se v =0.Se V1 0 entdo v
é linearmente independente(L1);
b) Dois vetores 0, V1 V? s#o linearmente dependentes se, e somente se, forem

colineares ou paralelos. Caso contrario, séo linearmente independentes;
c) Trés vetores 0, V, w1 V? sdo linearmente dependentes se, e somente se, forem

paralelos a um mesmo planop. Caso contrario, sdo linearmente independentes; e
d) Quatro ou mais vetores de V?* sédo sempre linearmente dependentes.

1.5.2 Caracterizacédo algébrica da dependéncia linear de vetores.

Definicdo 2: Sejam V,,V,,--,v, (n31) vetores de V* e sejam aa,,---,a, nimeros
reais. Chama-se COMBINAGAO LINEAR dos vetores V,,V,,--,V, ao vetor G

definido por:
d=a,v, +a,v, +---+a,Vv,

OBS.: Diz-se também que U € gerado pelos vetores v, V,,--,v,, .

Definicdo 3: Sejam V,,V,---,V, T V. Dizemos que o conjunto {V,,V,,---,v,} é linearmente
independente (LI) , ou que os vetores V,, V, -+, V, sdo LI, se a equacgéo
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a,V,+a,V, +--+a, v =0
implicar em que a Unica solugéo seja a, =a, =---=a, =0. No caso em que exista
algum a, * 0 dizse que {V,,v,,--,v,} é linearmente dependente (LD), ou que os
vetores V,, V,---,V, sdo LD.

Teorema 1: {v,,---,V, } € LD se, e somente se um destes vetores for combinacdo linear
dos outros, isto é, se existe pelo menos um valor a; * 0 tal que

a,v,+a,v,+-a, Vv +..-+a, Vv, =0

ou

i i+l\7i+1+”'+a'n\7n)

1 ~ ~ _
V. =—(@,V, +a,v, +--+a, Vv, +a
a,

Corolario 1.1 Os vetores 0V V?® s&o linearmente dependentes se, e somente se, existir
um nimero real a tal que G =a v ou se existir um nimero realb tal que v = bl

Corolario 1.2 Se os vetores 0,V 1 V* sdo linearmente independentes e se os vetores
G, v, w1 V? sdo linearmente dependentes, entdo w € combinacao linear de
dev ,isto é, existem escalaresa e btaisque w=ail+bvV.

Coroléario 1.3 Se os vetores G,V,wl V* sdo linearmente independentes, entdo todo vetor
%1 V?® é gerado pelos vetores {i, V eWw, isto &, para todo o vetor X1 V?, existem
nameros reais a ,b eg tais que

X=al+bv+gw
1.6 Base.

1.6.1 Base do espaco vetorial VV?

Definicdo: Chama-se base de V° a qualquer tripla ordenada, E = (€,,§,,6,) , de vetores
linearmente independentes de V° .

OBS.: A base “E” gera todos os vetores de V* , isto €, qualquer vetor de V* é uma
combinacdo linear de € ,€, e €, .Ou seja, existem escalares a,, a,,a, tais que
V =a€ +a,6, +aV; paraqualquer vetor v.

Coordenadas do Vetor : Escolhida uma base “E” de V°, fica associada univocamente a
cada vetor v um terno ordenado de escalares ( a,, a,,a,) . Esse terno €

denominada “coordenadas do vetor v’ em relagéo a base “E”.

Notacdo: A ordem dos escalares é importante, pois trata-se de um terno ordenado.

V=(a,8,,a) =6 +a,€ +a,€, .
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Adicao de vetores em funcéo das coordenadas
Sejam os vetores

U=(a,a,,8)c =, € +a, & +a,&
V=(b,b,,b,)e =b € +b,€, +b, &

entdo define-se adicdo de G e v por
U+v=(a +h)€ +(a, +b,) €, +(a; +b;) &
ou seja,
U+V=(a,8,,83)e +(buby03)e =(a; +by, @, +b,, a5+ by)e
Exemplo: Calcule a soma dos vetores: G =(523) e V=(-214).

Solucéo:
G+V=(5+(-2),2+13+4)=(3,3,7)

Multiplicacdo de escalar por vetor em funcdo das coordenadas

Seja um vetor qualquer u = (a,, a,,a,): =a,& +a,&, +a,€, e sejaum escalar
qualquerl . Entéo, define -se produto do escalar | pelo vetor i por
ld=1(a8&+a,6+a,6§)=1 a,&+l a,&+| a;6
ou seja,
I =l (a,a,, a)=(a,la,,la,)
Exemplo: Sejam o vetor G = (5, - 1,2) e oescalar | =2 . Calcule o produto do escalar I pelo

vetor 4.
Solucgéo:
| G=2(5,-1,2)=(2°5,2" (-1),2" 2 =(10,- 2,9)

Dependéncia linear de vetores em funcdo das coordenadas

Teorema4: Os vetores (= (a;,a,,a;)¢ € V=(b,b,, b,)e sdolinearmente dependentes
se, e somente se, a,, a,,a, SA0 proporcionais a b, b, ,b;, isto &, se:

=% - k (constante)
b

Teorema 5: Os vetores i = (a,,a,,3,)e » V=(b,,b,, b)) € W=(c,cC,,C;)¢ S0
linearmente independentes se, e somente se

a a4 8,
b, b, bj*0
G G G

Exemplos: Boulos pg 43: Resolvidos 1; 2; 3
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Boulos pg. 45: Propostos 1; 2; 4; 6; 7
Esta apostila: 1.6.2; 1.6.3

Ortogonalidade de vetor com reta e plano

Diferenciacao entre retas perpendiculares e ortogonais
Definicdo:
1) O vetor G * 0 é ortggonal areta r (ao plano p) se existir um representante (A,B) de
U tal que AB é ortogonal ar (a p). O vetor nulo é considerado ortogonal a toda reta
r e a todo plano p.

2) Os vetores i e v sdo ortogonais se um deles é nulo ou, caso contrario, admitirem
representantes perpendiculares.(simbolo de ortogonalidade ~ ).

Teorema 6: Os vetores i e V sao ortogonais se, e somente se,

[a+v ] =[al +[v]°

Base ortonormal

Definicdo: Umabase E = (€ ,€,,€,) € ortonormal (ou candnica) se € ,€, e € Sao unitarios e
ortogonais dois a dois.

Teorema6: SeE = (€,€,,6) € umabase ortonormal, e se U= x€, +Y&, +z&, =(X,Y,2)¢ ,
entdo a norma de (i é dada por

ol =y 7

Exercicios: Boulos pg 45: Resolvido 5; Propostos 1; 2; 4; 6; 7;11; 12
Esta apostila: 1.6.4; 1.6.6; 8;9; 11; 12; 13; 14; 15; 16; 17
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1.6.2 Cossenos Diretores

1.6.2.1 Angulos diretores e cossenos diretores de um vetor.

Seja uma base ortonormal (i,] k ) e seja o vetor V1 0. Chamam-se cossenos
diretores de v , relativamente a base (i, j, k ), aos nimeros reais cosa , cosb , cosg onde,
a,b eg sdo as medidas dos angulos que v forma com i, ],k respectivamente.

A
v

Os cossenos diretores do vetor v sdo dados pelas seguintes expressoes:

oosa:; cosb=+ cosg = Z

/x2+y2+22 ! /x2+y2+22 ! /x2+y2+22
1.6.3 Paralelismo Entre Dois Vetores

Dois vetores G =(x, ¥1,z) € V=(X,Y,,2) sdo paralelos (ou colineares) se forem
LD, isto &, se existir um nimero real k tal que U = kv . Ou ainda, se

4_V_n_,
X Y, %

Exercicios propostos.

1.6.1. Represente graficamente as seguintes seqiéncias de vetores linearmente
Dependentes:
a)uev.
b) G, Ve W
1.6.2. Decida se os vetores sao LI ou LD nos casos abaixo:
ayu=(-234), v=(4-698
b) i=@02)v=(@1-1L-7)w=(45-4)

1.6.3.Sendo Gi=(1,-7,3), V=(2,1,3), w=(-5,-1,4), ache as coordenadas de
a) wW+v+u

b) G+3V- 2W
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1.6.4. Calcule || d]., sendo E = (&, &, &) uma base ortonormal, nos casos:
a) U=6g - 28, - 4g
b) U=(7,0,-5
1.6.5. Escreva Z = (4,0,13) como combinagéo linear dos vetores U, V € W.,, Sendo
0=(4-13),v=(2,3,w=(-1-14).
1.6.6. Achar os vetores unitarios ey e ey, respectivamente paralelos aos vetores de base
ortonormal G=(-31) e Vv=(-333).
1.6.7. Sejam os vetores (i =(1, 2,2), V=(m- 1,1, m- 2) e w=(m+1, m- 1, 2). Determine “m”
para que (0,V,w), sejalLD.
1.6.8. Verifique se sdo ortogonais 0s vetores nos seguintes casos:
a)u=(12,0 e v=(2,- 15
b)x=(4,,3) e y=(0,- 31
1.6.9. Determine os valores dem para que o vetor v = (m, 2m, 5m) expresso em uma base
ortonormal, seja um vetor unitario.

1.6.10. Sendo E = (€, &,, &) uma base ortonormal, exprima os vetores abaixo como
combinacéao linear dos vetores da base E.

a)ui=(3 21 b)v=(2,-173)
C)X=(4-1-7) d) y=(0,8, 13
1.6.11. Verifique se as triplas de vetores (&, b, ¢) formam uma base no espago R’.
1a=(32-1) 14=(110) 1d=(239)
a)ib=@-1)  b)ib=@0D 0 1b=(-1-11)
1c=(4,30) te=(011 lc=(4,62)

1.6.12. Determine os valores de m para que o vetor V = (m, 6, 0) tenha norma igual a 7.
1.6.13. Determine um vetor paralelo ao vetor v =i + T+l2 com norma igual a 5, sendo
(i, j,k) uma base ortonormal.

1.6.14. Ache os vetores paralelos aos vetores de base ortonormal
i=(2-3,5 e v=(-34,0 comnormasiguaisal3e 20, respectivamente.

1.6.15. Calcule o vetor soma (8) nos seguintes casos:
a)s$=(132)+2@1,20)-53,0,- 2
b)s=(41 2-7(-1 2 1)+3(0, 5, 7)+2(9,- 3, 1)

1.6.16. Determine os valores de m e n para que sejam paralelos os vetores
G=(m+131) e Vv=(4,22n-1).

1.6.17. As sequiéncias de vetores abaixo formam bases de V* ? Explique.
a) 0=(1,32),V=(12,0) e w=(300)
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b) U=(412),v=(-121) e w=(0,5,7)
c)u=(,0,0); v=(0,1,0) e w=(0,0,1)
du=(,0,0); v=(0,1,1)

1.6.18. Escreva 7 =(- 2,2, 2) como combinacéo linear dos vetores U, V e W,, Sendo
U=(-2-11,v=(30,-1),w=(,10).

1.6.19. Calcule os angulos diretores do vetor v = (1, - 1, 3).
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2. PRODUTO DE VETORES

2.1 Produto escalar.

2.1.1 Angulo entre dois vetores

Definigéo 2.1:_S@jam 0s_vgtores ndo nulos G e v e sejam os pontos A, B e C tais que
U= AB e vV = AC (veja a figura abaixo). Seja q a medida em radianos (graus) do

TN

angulo BAC” satisfazendo a restricdo 0£q £p (0£q £180°).

/B

q »
>

A C

Entdo, o nUmero q é chamado medida em radianos (graus) do angulo entre U e
V.

2.1.2 Definigc&o de produto escalar

Definicdo 2.2: Chama-se produto escalar dos vetores i € Vv ao nuamero real G- vdado por
0- v=[ofjvjeosq ,
sendo q a medida do anguloentre G e v .

Corolario 2.3: Se as coordenadas dos vetores U = (x,,Y,,Z) € V=(X,,Y,,2,) Se referem a
uma base ortonormal, entdo o produto escalar, G- vV , pode ser dado por
Uu-v=XxX+yY, +2z
Demonstracéo:
UV =[f[vcosa
— - 12 — 12 - 112 _ —
G+ V" =[la|” +IVI"- 2{|a|[]v]| cos g
— — -~ 112 -~ 112 — — 112
[lTlllv [l cos q="A4llall” +[IVI"-|It + V)

U-vV=xXx+yYy,+zz, d.e.d.

Corolario 2.4: Se |||t Oe|v|* 0, entdo da Defini¢io 2.2 vem:
a-v L&u-v o0
COSq = =g € 9 = ¢cos gﬁ_
o] ] o] ¥l s
Exemplo 2.1: Ache a medida em radianos do angulo entre os vetores G =(2,0,- 3) e
v=(11D.
Solucgéo: Para obter-se o valor de g , precisa-se calcular primeiro o produto interno G- v e
asnormas de U e de V.
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G-V=(20,-3)x111) =21+0.1+(-3).1=2+0- 3=-1
ol =27+ 97 = T3
V] =12+ 22 + 2% =43
Substituindo na férmula do q vem:
q:cos'laeulv— 1ae 10 coslae Q
Sy &mE, € Jo,
g=99,21°=1,73rd

2.1.3 Propriedades do produto escalar

Teorema 2.1: Para quaisquer (,v,w| V° e para qualquer numero reall , tem-se:
1.4-(V+w)=u-Vv+u- W
2. u( v)=(lu)-v=1I (G-V)

=v-u

3 0; U-og=0U uog=0

Hw
o 51
Cl

Norma de vetor como funcao do Produto Escalar

Defini¢cdo 2.5: Seja um vetor qualquer G = (x, y, z) com as coordenadas referindo-se a uma

base ortonormal. Entéo, da definicdo de produto escalar, temos:
u.u =uf cos 0, e:

[0 =G T =42 - (xy,2 = +y* +2°

2.1.4 Condicéo de ortogonalidade de dois vetores

Teorema 2.2: Sejam dois vetores quaisquer (i € v de V3. O vetor (i é ortogonal a v (G V)
se, e somente se, G-V =0.

2.1.5 Projecé&o do vetor i nadirecéo do vetor v

Sejam os vetores (i e v, sendo Gt 0 e vt 0, eq o angulo entre eles. A projecéo do
vetor (i sobre o vetor v, representada por proj. U, € o vetor definido por

v
proj,u =|u|cosq v, oOuseja:

proj, U=1, =

<v
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Exercicios propostos.

2.1.1. Seja a base ortonormal (i, , k). Verifique se sdo ortogonais os vetores nos seguintes

casos:
a)li=i+2] e Vv=2 - ]+5k
b)yd=4i+]+3k e v=-3]+k

2.1.2. Ache a medida (em graus e em radianos) do angulo entre U e V nos casos abaixo.

a)i=(,01, Vv=(-210,2
b) G=(3,30), V=
ui=@L%L4) e v=(-122)
2.1.3. Ache x de modo que U~ V nos casos abaixo.
a) i=(x0,3, v=(x,3)
b) G=(xx,4), V=(4x1)
ou=(,-14), v=(x,-31

2.1.4. Ache a projecéo do vetor W na direcéo de V nos casos:

a) \7V=(1,-1,2), \7:(3:'111)
by w=(-111), V=(-212)
C) W=(22,0), vV=(313).
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2.2 Produto vetorial.

O produto vetorial entre dois vetores, p e ¢, € 0 vetor expresso como:
v=pXq ,

e é definido como o vetor v, que satisfaz as seguintes condicdes:

1. Alinha de ac&o de v é perpendicular ao plano que contém p e q.

2. O modulo de v é dado por: v =p qsen g, onde gé o menor angulo entre os vetores p e

g.

3. O sentido de v é tal que p, g e v formam, nesta ordem, um triedro direto.

Obs:p Xg=-q Xp
Exempilo fisico: torque, ou momento de umaforca: t =r X F

Ver figura 1, abaixo.

V=PXQ

i

V=QXP

Figura 1 - Produto Vetorial

Exemplo:

Uu=2v,

V1=40m

30°

V,=50N
Produto de escalar por vetor: U =2V,
Produto escalar:W=V, .V,=V,.V;=40X50Xc0s(30°)=1732,05N.m= 1732,05 J

Produto vetorial:

a) P=V, XV,
/P/ =40 X 50 X sen(30°)
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Direcao: Para dentro do papel.

b) M = V2 X V1
IM/ =50 X 40 X sen(30°)
Direcao: Para fora do papel.

Corolério 2.6: Sejam os vetores G e v de V® e sejam G=(x,Y¥,,2) € V=(X,,Y,,2)
definidos numa base ortonormal positiva (i, ],k). Entdo, o produto vetorial(ou
externo) de i e v é dado por:

g
u’ v=|x
X2

X 4 K

X 4

XY
X Y,

+

Y Zl‘r_
Y, %

=<

k

Z|=
Y %
ou

07 V=(y,2,- 2Y,)7 - (2 - 2%) ]+ (%Y, - V,%)K

O vetor U~ v é ortogonal aos vetores u e v de tal modo que (U,V,0" V) formam
uma base positiva de V2 (destrogiro). Veja a figura abaixo.

— ;5 -

u v

2.2.2 Propriedades do Produto Vetorial

Teorema 2.3: Para quaisquer vetores i, v,w de V2 e para qualquer nimero reall , tem-se:
1) 6" (V+W) =G V+0 W, e (G+V) W=U W+v W

u
2) G (I V=00 v=I (@ V)
3) G V=-V
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2.2.3 Interpretacdo geomeétrica do modulo do produto vetorial.

O médulo do produto vetorial dos vetores ndo-nulos i e v de V? é igual a area do
paralelogramo determinado por eles. Veja a figura abaixo.

]

Area do paralelogramo ABCD = ||t |V||seng =|d" V|

Exercicios propostos.

2.2.1. Calcule o produto vetorial G" v e V' U nos casos abaixo.
a) U=(6,-2,- HV=(-1- 21
b) G=(7,0,-5), v=(12-1)

2.2.2. Calcule a area do paralelogramo ABCD, sendoAB =(1,1,-1) e AD =(2,1,4)

223. Calcule a éarea do paralelegramo determinado pelos vetores
X=30-20 e y=G+3v,ondeli=(11-2) e V=(-231)

2.2.4. Determine o vetor X de norma 5 que é simultaneamente ortogonal aos vetores
0=(2,3-1) e v=(112 .
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2.3 Produto misto.

Defini¢do 2.7: Sejam os vetores U,V,w de V°. Denomina-se produto misto de G, V,W ao
nuamero real [G,V,W]=0" V- W

Teorema 2.4: Seja (i,j,k) uma base ortonormal positiva, relativamente & qua
U=(x,¥,2),V=(X,Y,,Z,) €eW=(Xs,Ys5,2), €Ntd0 0 produto misto de 4, Vv,w

€ dado por:
X Y 7
[Ulvlw] = X2 y2 22
X3 Y3 Z3

2.3.2 Interpretacdo geométrica do médulo do produto misto

—

O médulo do produto misto G

Vv - W € igual ao volume do paralelepipedo de arestas
determinadas pelas vetores u, Vv ew conforme exibido na figura abaixo.

-~

u’ v

Volume do Paralelepipedo =S X h
Onde, g é a medida do &ngulo entre os vetores Gi” Vvew .
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Exercicios propostos.

2.3.1. Calcule o volume do paralelepipedo determinado pelos vetores
i=(2-L3v=(-1 2-4)ew=(3 2-1 .

232. Os vetores U=(2,-1-3),v=(-1L1-4)ew=(m+1,m-1) determinam um
paralelepipedo de volume 42. Calcular o valor de m.

2.3.3. Calcule o volume do paralelepipedo determinado pelos vetores
G=(2-1-3)V=(-11-3) ew=(1,2-1) .

2.3.4. Verifique se os vetores G =(2,-31), Vv=(2,5-3) e w=(10,4) sdo coplanares.

2.4 Duplo produto vetorial.

O produto vetorial de dois vetores quaisquer LI, (i e v de V2, é um vetor ortogonal a
G ea v, logo o produto vetorial desse vetor com outro vetor qualquer w de V2 resulta num

vetor que esta contido no plano determinado pelos vetores iniciais G e v. Veja a figura
abaixo.

Como os vetores (0" V)" W, U e v séo coplanares , implica que eles séo LD, entédo

pode-se escrever qualquer um deles como combinagéo linear dos outros dois. Assim, pode-
se expressar o duplo produto vetorial como combinacéo linear dos vetores i e v ou seja

@ v)  w=l u+mv.
Tomando-se uma base ortonormal positiva, (i',],k) , apés algumas manipulacdes

algébricas determinam-se os valores dos parametros | e m em funcdo dos vetores
0,v ew, resultando em

(U v) w=-(V-w)u+(U-wv
Como o produto vetorial ndo é associativo, entdo refazendo todos os célculos para
a” (V" W), resulta

00 (VW)= (0 WV- (@ VW
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Exemplo 2.1: Sejam os vetores 0=(3,- 2,- 6),Vv=(2,- 1,0)ew=(1,3,4). Calcule o duplo
produto vetorial, " (V" W) .
Solucgéo:
U (V' W)=(U- WV- (U V)W
(O- W)=(3- 2,- 6)- (,34)=3-6-24=-27
(G- Vv)=(3- 2-6) (2,- L0)=6+2+0=8
a’” (V" wW)=-27v- 8w=(-54,27,0) + (- 8,- 24,- 32)=(-62,3,- 32)

Exercicios propostos.

2.4.1. Dados os vetores (i =(2,-1,1),Vv=(1-1,0ew=(-12,2), calcular :
a)(U” V)" w
byd” (V™ W)
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3. Geometria Analitica

3.1 Sistemade coordenadas cartesianas.

Definicdo 3.1: Sejam O um ponto de R® e E = (ey, ez, €3) uma base de V3. Ao par (O, E)
chama-se SISTEMA DE COORDENADAS em R®. Veja a figura abaixo.

eixo das cotas (z)

Akés

O . B
'éz eixo das ordenadas (y)

1

A&

eixo das abscissas (x)

O ponto O denomina-se Origem do Sistema.

Sejam os vetoreOA = &b, OB ==& e OC = &, . As retas determinadas pelos
pontos O e A, O e B, O e C sdo chamadas de Eixos Coordenados,
respectivamente eixo dos x ou das abscissas, eixo dos y ou das ordenadas,
eixo dos z ou das cotas. Séo indicados respectivamente por OX, OY e OZ. Os
planos determinados pelos pontos O, A, B , pelos pontos O, A, C e pelos pontos O,
B, C séo referidos como planos coordenados e chamados respectivamente de
plano OXY, plano OXZe plano OYZ.

O sistema e dito ortogonal se (€,€,,8) for uma base ortonormal que sera
sempre suposta positiva.
Dado um ponto P qualquer de R® , pode-se escrever:

= X€ t Y€, +26
Onde, os numeros X, Yy, z estdo univocamente determinados pelo sistema e pelo
ponto P. Esses numeros sédo chamados coordenadas de P em relagé@o ao sistema

(O,B). Pode-se, entdo, identificar o ponto P com a tripla ordenada
(X, Y, z) ou seja

P=(xy,z) [ou P(xY,2)]
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Teorema 3.1: Seja o sistema de coordenadas (O, E), definido acima. Se
A=(%,Ya 20),B=(Xs,¥8,28), v=(a,b,c)el eRe ,entdo:
a) AB = (% - Xa Y& - Yar zB_—>zAQ

a) AB= (X - X, Y, - Y1,Z,- )

b) A+l Vv=(x,+| a,y,+l b,z +I c)

Distancia entre dois pontos

Definigdo 3.2: Seja o sistema de coordenadas ortogonal (O, E), onde B =(i’,],k) é uma
base ortonormal. A distancia entre os pontos A=(x,,y,,z) € B=(x,,Y,,2) €
calculada pela seguinte formula:

d(AB) = |AB] =/(x, - x)7 +(¥,- V)" +(2 - 2)*
Exemplo 3.1: Calcule a distancia entre os pontos A=(26,-5 e B=(6,9,7) cujas

coordenadas se referem a um sistema ortogonal.
Solucgdo:

_>
d(A,B) =|AB| = y/(6- 2)? +(9- 6)+(7- (-5)? =42+ F +122
=16+ 9+ 144 = /169 =13

Exercicios propostos.

3.1.1. Calcule o perimetro do triangulo cujos vértices sdo os pontos A = (0, 1, 2) ,
B=(-1,0,-1)eC=(2,-1,0).

3.1.2. Calcule a area do triangulo formado pelos pontos A, B e C, onde A= (0, 0, 0)
B=(1,-3,1)eC=(1,1,4)

3.1.3. Dados os pontos A = (1,0, 2, B=(1, 03 e C = (2, 4, 1), determinar as
coordenadas do ponto D, tal que A, B, C e D formem um paralelogramo.

Calcule a é&rea do paralelogramo ABCD, sendo A = (1, 0, 2), B = (-1, 0, 3) e
C=(2,4,1).
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3.2 Estudo dareta.

3.2.1 Equacéo vetorial dareta

Sejam a reta r que passa por um ponto A e um vetor v nao-nulo paralelo ar. Veja a
figura abaixo._Entéo, qualquer ponto X do espaco R® pertence a r se, e somente se, 0S
vetores AX e v forem linearmente dependentes, isto €, se | 1 R entdo pode-se escrever:

AX=1V ou X=A+I|V (1)

A equacéo (1) chama-se Equacéao Vetorial da retar e escreve-se:
r- X=A+Ilv
Onde v € chamado vetor diretordaretare | é denominado de parédmetro .

Observacoes:
1. A equacdo (1) ndo é unica . Se for escolhido outro ponto de r , por exemplo B

diferente de A, entdo X = B+1 vV é também uma equacao vetorial de r. Ou se for

escolhido outro vetor de V2 paralelo a v, por exemplo W, entdo X = A+l w é

também uma equacao vetorial de r.

2. O ponto X é chamado ponto genérico da reta r , isto é, se | percorrer todo o
conjunto dos numeros reais, X dado por (1) reproduzira todos os pontos da reta r
desde -¥ até +¥ .

3.2.2 Equagdes paramétricas dareta

Seja o sistema de coordenadas ortogonal (O,B), onde B :(T,T,IZ) € uma base

ortonormal, em relacdo ao qual sejam dados
X=(xy.2

A= (X5 Y9 2)
vV =(a,b,c)
onde, V1 0, isto é, a, b, c ndo sdo todos nulos.
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Substituindo-se na equacéo (1), resulta:
(X,¥:2) = (%, Y0, %) +1 (a,b,C)
donde vem

(X,y,Z)z(XO+I a!y0+| b720+| C)

ou

_i_x=x0+l a

ty=y,+Ib e I1TR )
lz=z+1 ¢

As equacdes (2) sdo chamadas Equacdes Paramétricas da retar e | é chamado
de parametro.

Observacoes:

1. Se areta r passar pelos pontos distintos A=(x,,y;,z) € B=(x,,Y,,2), entao,
pode-se tomar V=AB=(X,- X,Y,- Y;,Z,- 2) € temse para equagGes

paramétricas da reta r as seguintes:
—

X=A+1 AB \ (X¥.9=(X,Y.2)+1 (% -X,Y,- V1.2~ Z)

ou
X =+ (% - %)
Y=Y+l (,-y) e 1R (3)

}Z=Zl+| (z,- 7))

2. Se na equagédo (2) se tiver at 0,b! Oec? 0, entdo pode-se eliminaro | e pode-
se escreve:
X-X, _Y-Y,_2-2
0 — 0 — 0 (4)
a b c
As equacdes (4) sdo chamadas equagfes da reta r na Forma Simétrica.

Exercicios propostos.

3.2.1. Escreva as equacdes vetorial e paramétricas da reta r que passa pelos pontos
A=(4,1,2eB=(3,2,3).

3.2.2. Escreva as equacgles paramétricas da reta r que passa pelo ponto A=(4, 0,-3) e é
paralela ao vetor U =(24,5).

3.2.3. Dadaaretar: X=(1,0,0) + 1(1, 1, 1) e os pontos A = (1,1,1), B=(0, 0, 1), ache o
ponto de r equidistante de A e B.

3.2.4. Determinar as equag0des d as seguintes retas:
a) reta que passa por A= (1, -2, 4) e é paralela ao eixo dos X;

b) reta que passa por B = (2,3,4) e é ortogonal a0 mesmo tempo aos eixos dos x e
dosy.
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3.25. Dados A=(0,2,1), rnX=(0, 2 -2)+ 1(1, -1, 2), ache os pontos de r que distam
2(duas) unidades de comprimento do ponto A.

3.3 Estudo do Plano.

3.3.1 Equacéo vetorial do plano.

Seja o plano p de R’. Sejam um ponto Al p e dois vetores i e v néo-nulos,
linearmente independentes e paralelos a p. Veja a figura abaixo, os planos a e p séo
paralelos, Entéo, qualquer ponto X do espago R® pertence a p se, e somente se, 0s vetores
AX, i e v forem linearmente dependentes, isto é, se | ,mi R, entdo pode-se escrever:

p: Ak=| V+mi (1)

A equacao (1) é denominada Equacéo Vetorial do plano p. Os vetores (i e Vv sao
chamados Vetores Diretores do planop.

Se A, BeCsao pontos distintos e ndo colineares de p, pode-se tomar como vetores
- -

diretores de p (= ABeV = ACe entdo uma equacao vetorial do plano p pode ser escrita
como segue

X=A+| AB+mAC onde | ,mlR 2)

3.3.2Equacbes paramétricas do plano

Seja o sistema de coordenadas ortogonal (O,B), onde B=(i,],k) € uma base

ortonormal, em relacdo ao qual sejam dados
X=(xY,2)

A= (X0, Yo: %)
u=(a,b,c)
v=(mn,p)
onde, (it 0ev?! 0. Substituindo-se na equacéo (1) resulta:
(X,¥,2) =(X,¥0: %) *1 (a,b,c) + m(m,n, p)
ou

(X,y,2) = (%, +1 a+mm,y, +1 b+mn,z, +| c+mp)

ou

Ix=x,+1 a+mm
|ly:y0+l b+mn e | ,miIR ©))

{z:zo+l c+mp
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As equacdes (3) sdo chamadas Equacdes Paramétricas do plano p.
Se A=(x,¥,2), B=(X,,Y,,2,) € C=(X,,Y,,2,) S80 pontos distintos e nédo colineares

de p, pode-se to may como vetores diretores dep
u= 6%2(X2- XYy - YirZp - Zy),
V=AC=(Xs- X,¥Y3- V1. %~ %)
As Equacdes Paramétricas do plano p séo obtidas a partir da equacao (2) e tomam
a seguinte forma:
| X=X1+| (Xz - X1)+m(X3' Xl)
1Y=Yi+l (%, ) +m(y,- y;) onde | ,mi R (4)
} z=z+| (- z) +m(z; - 7)

3.3.3 Equacéo geral do plano.

Seja o sistema de coordenadas ortogonal (O,B), onde B=(i,],k) é uma base
ortonormal e seja p um plano que passa por A=(x,,Y,,%). paralelo aos vetores
linearmente independentes G = (r,s,t), V.= (m,n, p) . Entdo, o ponto X = (x,y,2) pertence ao
plano p se, e somente se, os vetores AX, i,V forem linearmente dependentes, isto €&, se, e
somente se,

X=Xy ¥Y-Yo 2-2
r S t [=0
m n p

Ou seja, desenvolvendo por Laplace esse determinante relativamente a primeira linha, se,
somentes se,

x- > - vyl @z J=0
Xon y yom D Zom n_
donde
Xst r t+zr S s t+ rot r 0
npymp R yompzomn_
ou ainda
ax+by+cz+d=0 (5)
onde
s;‘ t :4 r j
a= , b= , C=
n p m
d= s t t or r
~ % |, yop Zom

A equacéo (5) € umaEquacao Geral do plano p.

Exercicios propostos.
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3.3.1. Escreva equacbes vetorial e paramétricas para o plano D que passa pelos pontos
A=(1,0,1), B=(2, 1,-1) e C=(1,-1,0).

3.3.2. Obtenha a equacao geral do plano que passa pelos pontos A = (1,0,1),
B=(2,1-1)eC=(1,-1,0).

3.3.3. Obtenha as equagdes gerais dos planos p descritos abaixo:
a) p passaporA=(1,0,1)eB=(0,1,-1) e é paralelo ao segmento CD , onde
C=(1,2,1)eD=(0,1,0).
b) p passa pelos pontosA=(1,0,2),B=(-1,1,3) e C=(3,-1, 1).

3.3.4. Escreva as equacdes vetorial e paramétricas do plano que passa pelos pontos
A=(-3,1,-2)e B=(-1,2,1) e é paralelo aretas: X=(-1,2,0) + 1 (1, 3, 1).

3.3.5. Escreva as equacdes vetorial e paramétricas do plano que passa pelos pontos
A=(-3,1,2)e B=(-1,2, 1) e é paralelo ao vetor V=2 - 3K,

3.3.4 Vetor normal ao plano.

Seja o sistema de coordenadas ortogonal (O,B), onde B =(i',j,k) € uma base

ortonormal. Seja p um plano de R*. Denomina-se vetor normal a p a um vetor qualquer de V°
, 710 ,ortogonal ap e, portanto, ortogonal a qualquer vetor paralelo ap .

Sejam o ponto A=(X,,Y,,Z,) de p, um vetor i=(a,b,c)? 0 normal a p e um ponto
qualquer dep , X=(X, Y, z), entdo pode-se escrever ( veja a figura abaixo):

-n=0
ou
(X- x)a+(y- yo)b+(z-z,)c=0
ou
ax +by+cz+d=0 (6)
onde,
d=-ax,- by, - cz, A

A equacdo (6) € uma equacao geral do plano p , tendo como coeficientes das
variaveis x, y e z as coordenadas do vetor normal ao plano na ordem correspondente.

Exemplo 3.2: Obtenha uma equacéo geral do plano que passa pelo ponto A = (0, 2, 1) e
tem um vetor normal A = (- 1,3, 2).

Solucgéo:

Lembrando que na equacéo (6) os coeficientes a, b, c de x, y e z séo , na ordem
correspondente, os coordenadas do vetor normal ao plano p, entéo tem-se:
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-1,

3,
=2.
as coordenadas de um ponto A do plano p , entdo tem-se:
X, =0,
Yo =2,
z,=1.
Logo, substituindo-se em (6), a equacao geral do plano pedida € a seguinte:
d=-(-1)"0-32-2"1=0-6-2=-8

O T

(@]

E X,,Y.,2 S8

-X+3y+2z-8=0
3.4. Posicdes Relativas entre Retas e Planos.

3.4.1 Posic0es relativas de duas retas.

Duas retas podem ser paralelas, concorrentes ou reversas. Se forem paralelas
podem ainda serem coincidentes ou distintas.

Considere um sistema de coordenadas ortonormal ou candnico, duas retas quaisquer
res de R® e sejam (= (a,b,c) eV = (m,n, p) vetores diretores der e s , respectivamente.

Seja A=(x,Y,, z,) um ponto qualquerder e B=(x,, Y,, z,) um ponto qualquer de s, entdo

pode-se estabelecer as seguintes assertivas: >
1. Asretas r e s sdo reversas se, e somente se 0s vetores U, Ve AB séo LI ou seja,

se e somente se:
a b c
m n p |tO0
X=X Yo Y1 4,74
2. Asretas r e s séo paralelas se, e somente se, os vetores diretores uev sao LD,

isto é, se, e somente se, existe | T R tal que :
u=1v donde vem:

a=Im, b=In, c=lp ou
=—=| (constante)

3. As retas r e s sao concorrentes se, e somente se, sdo coplanares e ndo séo
paralelas, ou seja se, e somente se:

a b c
m n p |=0 e (4,V) sdo LI .
X% YooY 4- 4
Exemplo 3.3: Verifique se asretasr: X=(1,2,3) +1(0,1,3)e s : X =(1,3,6)+m0,2,6) séo

paralelas ou concorrentes.
Solucgéo:
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Das equacOes vetoriais de r e s acima, obtém-se que U= (01,3 ev =(0,2,6) sao,
respectivamente, vetores diretores de r e s. Donde, por inspec¢éo, obtém-se:
V=20
Logo, r e s sdo paralelas.

3.4.2 Posigdes relativas de reta e plano.

Uma reta em relacdo a um plano pode ser paralela ou transversal. Se for paralela
pode ainda estar contida ou ndo no plano.

Considere um sistema de coordenadas ortonormal ou candnico, uma reta qualquer r
e um plano qualquer p de R®. Entdo, usando a teoria dos conjuntos pode-se afirmar:

1. Areta r esta contida no plano p se, e somente se, r Cp contiver infinitos pontos;

2. Aretar e paralela ao plano p se, e somente se, r Cp for o conjunto vazio;

3. Aretar é transversal ao plano p se, e somente se, r Cp contiver um Unico ponto.

Para se equacionar este problema, assuma as seguintes equacdes da reta e do plano:

r:X :(XO! Yo, ZO)+| (mv n, p)

p:ax+by+cz+d=0
Tomando-se as equacfes paramétricas da reta r , obtém-se, entdo, o seguinte sistema de
quatro equagdes lineares nas incognitas x, y, ze | :

I X=X, +ml
I -

I; y=Yo+nl
i z:zo+p|

fax+by+cz+d =0

ou equivalentemente;
i1x+0y+0z-ml - x,=0
{ Ox+1y+0z-nl -vy,=0
: Ox+0y+1z- pl - z,=0
1 ax+by+cz+0 +d=0
Pela regra de Cramer, sabe-se que este sistema tem solugéo Unica se, e somente se:

1 0 0 -
01 0 -n

10
001 -p
a b c O

e calculando o determinante, resulta:

ma+nb+pct 0.
Portanto, essa € a condicdo para a reta r ser transversal ao plano p . E, por outro lado, a
condicao para a reta r ser paralela ap é:

ma +nb+ pc=0.
Para verificar se a reta r esta contida em p , basta tomar um ponto de r e substitui-lo na
equacdao do plano p. Se o ponto satisfaz a equacéo, entédo a reta r esta contida em p , caso
contrério aretar é paralela ap .
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Exemplo 3.4: Determine o valor de a paraque areta r : X = (2,1-3) + 1(1,1,-2) seja
paralela ao planop : ax+y+2z-1=0

Solugéo: Examinando as equacgdes da reta r e do plano p , verifica-se que um dos vetores
diretores da reta r é v =(1,1,-2) e um vetor normal ao plano pé n=(,1 2),
entdo, pode-se escrever:

17a +1°1-2"2=0\ a=3

3.4.2 Posicdes relativas de plano e plano.

Um plano em relag&o a outro plano pode ser paralelo ou transversal. Se for paralelo
pode ainda coincidente com o outro plano.

Considere um sistema de coordenadas ortonormal ou candnico. Sejam p, ep, dois
planos de R°® cujas equacdes gerais séo, respectivamente,
ax+by+cz+d =0
a,Xx+by+cz+d, =0.
E facil de se concluir por pura visualizagdo que para os planos p, ep, serem paralelos seus

vetores normais também tem que serem paralelos ou seja
n=ln \ a=Ila, b=lb c=Ic ouainda
a . d ~ ~
—1=ﬂ=&=l (constante) . Se também —t=I|, entdo p, ep, sdo
a b, ¢ d,
coincidentes.
Caso contrario sao transversais.

Exemplo 3.5: Verifique se os planos p,:2x- y+z-1=0ep,:4x- 2y+2z- 9=0 sao
paralelos.
Solucgdo:
Das equagdes gerais ¢ p, ep, obtémse que n, =(2.-1,+1) en, =(4,-2,2) sdo,
respectivamente, vetores normais a p, ep, . Por inspecao verifica-se que

n, =2n, .
~ . . o . d 1,1
Logo, p, ep, sao planos paralelos. Porém, ndo sao coincidentes ja que a9 3
2
Exercicios propostos
3.4.1. Estude a posicéo relativa das retas r e S nos seguintes casos:
i y+z=3
ar:X=L-110)+ (-21-1 s:f
1X+y-2=6
pyr X1 y_z+1 s:(0,0,0)+1 (12, 0)
. 2 3 2 - ) ) ]
3.4.2. Estude a posicéo relativa da reta r e do plano p nos seguintes casos:
a)r:(1,4,0)+I (0,1,1) p:x-y-2z=2
b)r:%l:y:z p:X=(301+ (101)+m(2 2 0)

3.4.3. Estude a posig¢éo relativa dos planos p, e p, nos seguintes casos:
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1P i@WLD+! (0L +m(-1217)

1P, 10,0+l (L-1,0)+m(-1-1- 2)
ipP;:2X-y+2z-1=0

%p2:4x- 2y+4z=0

a)

b)

3.5. Distancias.

3.5.1 Distancia de ponto a ponto.

Sejam um sistema de coordenadas ortogonal, os pontos A=(x,y,,z)) €
B=(x,,y,,2), como ja foi visto na se¢éo 2.1, a distancia entre A e B é calculada pela
seguinte formula:

d(A,B) = A8 =0 - %)%+ (Y2 Y1)° +(2 - z)?

3.5.2 Distancia de ponto areta.

Dados o ponto P e areta r, para se calcular a distgncia d(P, r) de P ar , pode-se
achar M , a projegéo ortogonal de P sobre r, e calcular |PM|, que é a distancia procurada.
P

Porém, existe um outro processo no qual ndo € necessario se determinar M. O resultado
desse processo pode se estabelecida pela seguintes defini¢cao:

Definicdo 3.3: Sejam vum vetor diretor der e A um ponto qualquer de r , entdo, pode-se
provar que a distancia d(P, r) de P ar pode ser obtida por:
[AP” 9]
¥
Exemplo 3.6: Calcule a distancia do ponto P = (1, 1, -1) aretar: (-1, -2, -3) +I (1, 1, 2).
Solucgdo:
Da equagéo da reta, vem A = (1, -2, -3) e Vv=(,12) &entdo AP = 2, 3, 2).
Substituindo-se na férmula da distancia, vem:

(232 @12)] _[4-2-3]_i4
@1 2| J6 2

d(P,r)=h=

d(P.r) |

3.5.3 Distancia de ponto a plano.
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Dados um ponto P e um plano p, para acma‘a distancia d(P, p) de P a p, pode-se
achar a projec&o ortogonal de P em p, e dai d(P, p) = |PM]|.

Entretanto, como no caso da distancia entre ponto e reta, aqui também existe um
processo de encontrar a distancia entre P e p sem ter que determinar M.

Defini¢céo 3.4 : Sejam P =(X,, Yo, %) € p :ax +by+cz+d = 0. Entdo, pode-se provar que a
distancia de P a p, pode ser obtida por:
_Jax, +by, 6z, +d
Ja® +b? +¢?

Exemplo 3.7: Calcule a distancia do ponto P = (1, 2, -1) ao plano p:3x- 4y-5z +1 =0.

d(P,p)

Solucgéo:
Da equacdo do plano, vem: a=3, b=+4, c=-5e de P vem: X,=1Yy,=22,=-1.
Substituindo-se na formula, vem:
3.1-42-5(-D+
a(Pp) =] 1
J3+(-292+(-5° 0
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